2. ordens differentialligninger
I øvelsesarket ses der på en kugle spændt fast for enden af en snor – et såkaldt pendul. I første omgang skal vi se på hvordan pendulet bevæger sig, når det kun er tyngdekraften, der påvirker det og hvilke udfordringer, der kan være ved at simulere dette. Derefter ses der på en særlig type diagrammer, der kan bruges til at vise den generelle opførsel af et objekt. Til sidst undersøges det hvad der sker, når der introduceres en dæmpende kraft, som bremser pendulet og hvilken betydning, det får for bevægelsen.
Til øvelsesarket hører filerne Udæmpet pendul.fpr og Faseportræt udæmpet.fpr. Et bud på en løsning til øvelse c findes i filen Udæmpet pendul startvinkel.fpr, mens Faseportræt dæmpet.fpr viser en løsning til øvelse h.
Pendul uden dæmpning
Et pendul, der kun påvirkes af tyngdekraften, vil fortsætte med at svinge frem og tilbage til evig tid, da den mekaniske energi i systemet er bevaret. Snorkraften vil altid være vinkelret på bevægelsen og udfører derfor ikke noget arbejde på kuglen. Tyngdekraften udfører et arbejde, men er en konservativ kraft, hvorfor den mekaniske energi er bevaret.
For at beskrive bevægelsen kan der opstilles et kraftdiagram som det til højre. Den resulterende kraft vil i dette tilfælde have størrelsen





Typisk vil man nu gå videre til at beskrive kuglens position, men for penduler kan det ofte svare sig at bruge vinklen til at beskrive positionen i stedet for den egentlige rumlige position af kuglen. Da kuglen bevæger sig langs en cirkelbane med ophængspunktet som centrum kan kuglens position beskrives som , hvor  er positionen langs cirklen målt fra det nederste punkt,  er længden af pendulet og  er vinklen snoren danner med lodret.
Da accelerationen er den dobbeltafledede af positionen, giver Newtons anden lov dermed

Længden af pendulet er ikke tidsafhængigt og kan derfor flyttes ud til massen.
Der kan nu opstilles en 2. ordens differentialligning, som kan analyseres i en FPro3-simulering.

Simulering af pendulet
Til simulering af pendulet bruges filen Udæmpet pendul.fpr.
I simuleringen beskrives et pendul med en længde på 1 meter med den differentialligning der er udledt ovenfor. Vi vil forvente, at dette pendul svinger frem og tilbage mellem den samme vinkel i positiv og negativ retning til evig tid. Køres simuleringen ses dog et andet resultat.
a) Beskriv grafen, der fremkommer, når du kører programmet, og forklar hvad problemet er.
Euler-metoden, som er brugt i denne simulering, er generelt set ikke særligt god, hvis grafens hældning ændrer sig meget. I stedet kan man f.eks. bruge en Runge-Kutta-metode.
b) Erstat Euler i simuleringen med RK4. Kør simuleringen igen og beskriv forskellen. Prøv evt. også at ændre på størrelsen af tidsskridtene for at se hvilken effekt det har.
Nu er du klar til at bruge simuleringen til at se på hvordan pendulet opfører sig.
c) Benyt funktionen BEVAR VALGTE GRAF til at undersøge hvad der sker, når startvinklen sættes til henholdsvis 0, 1, 2, 3, -1, -2, -3. Forklar, hvad du ser.
d) Hvad sker der, hvis du vælger større værdier end  for startvinklen? Hvad svarer det til?
e) Hvad sker der, hvis startvinklen er 0, men du gradvist øger vinkelhastigheden  til at starte med (undersøg vinkelhastigheder op til 8)? Forklar hvad der sker.
En anden måde at visualisere bevægelsen er et såkaldt faseportræt. I stedet for at have tiden og vinklen på akserne vælger man at have vinklen og vinkelhastigheden.
I filen Faseportræt udæmpet.fpr kan du se et eksempel på et faseportræt med linjeelementer indtegnet. Hvert linjeelement viser retningen på pendulets bevægelse gennem midterpunktet.
f) Hvad lægger du mærke til ved faseportræt? Prøv at køre programmet med forskellige startværdier for vinklen og vinkelhastigheden.
Pendul med dæmpning
Det pendul, der er blevet beskrevet indtil nu, er ikke et virkeligt pendul. Rigtige penduler vil altid miste en smule energi til forskellige processer såsom luftmodstand og gnidning. Vi vil nu se på et pendul, der bremses af en lineær faktor, dvs. noget der afhænger af vinkelhastigheden.
2. ordens differentialligningen for bevægelsen bliver nu

g) Tilpas filen Udæmpet pendul.fpr til i stedet at beskrive et dæmpet pendul, hvor  (husk at skifte til RK4, hvis du starter forfra). Hvad gør dette ved pendulet? Hvilken effekt har andre værdier for ?
h) Faseportrættet for det dæmpede pendul ændrer sig naturligvis også. Tilpas filen Faseportræt udæmpet.fpr, så det viser et dæmpet pendul i stedet. Hvad sker der når dæmpningen bliver stor? Hvad kunne dette svare til i virkeligheden?
